
87

در این فصل با بردارها و خواص جالبی از آنها آشنا شدید. جالب است بدانید بردارها در حل بسیاری از مسائل هندسی 
که در سال های گذشته با آنها آشنا شده اید می توانند کاربرد داشته باشند و اثبات برخی قضایا را راحت تر می کنند. در ادامه 

چند مثال از این گونه مسائل آورده شده است که مطالعهٔ آنها به علاقه مندان پیشنهاد می گردد.

مثال 1: ثابت کنید پاره خطی که وسط های دو ضلع یک مثلث را به هم وصل می کند، موازی ضلع سوم و مساوی نصف 
آن است.

اثبات:
MA AN MN
→ → →

+ = ⇒

MA AN MN
→ → →

+ = ⇒2 2 2

BA AC MN
→ → →

+ = ⇒2

BC MN
→ →

=2

MN است لذا BC موازی MN است.
→

BC مضربی از 
→

پس طول BC دو برابر طول MN است و چون 

مثال 2: در مثلث MN   ||BC ،ABC ثابت کنید:
AM AN MN
AB AC BC

= =

)قضیهٔ تالس(

BC = K   ″.MN و AC = K   ′.AN و BA = K.MA اثبات: فرض کنیم
بنابراین:

. , . , .
→ → → → → →

′ ′′= = =BA K MA AC K AN BC K MN

,MA AN MN BA AC BC
→ → → → → →

+ = + = ⇒

. . . ( )
→ → → → →

′ ′′ ′′+ = = + =K MA K AN K MN K MA AN

. . ( ) ( ).K MA K AN K K MA K K AN
→ → → → →

′′ ′′ ′′ ′ ′′+ ⇒ − + − = 0

b بردارهایی در راستا و جهت های مختلف اند، پس مجموع آنها نمی تواند صفر شود مگر آنکه: AN
→

a و  MA
→

ولی 

K - K  ″ = K  ′ - K  ″ = 0

و در نتیجه: ″  K = K  ′ = K و از آنجا حکم ثابت می شود.

 )خــوانـدنـی(
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B C
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B C
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مثال 3: ثابت کنید در هر مثلث، سه ارتفاع در یک نقطه همرس اند.

اثبات: فرض کنیم ارتفاع های BH و ′   CH همدیگر را در نقطهٔ O قطع کنند. 
در این صورت داریم:

. , .BH AC BH AC BO AC
→ → → →

⊥ ⇒ = =0 0

. , .CH AB CH AB CO AB
→ → → →

′ ′⊥ ⇒ = =0 0

. .( ) . .AO BC AO AC AB AO AC AO AB
→ → → → → → → → →

⇒ = − = −

( ). ( ). . .
→ → → → → → → → → →

= − − − = −


BO BA AC CO CA AB BO AC BA AC
0

. . . .CO AB CA AB AB CA CA AB
→ → → → → → → →

− + = − + =
0

0


بنابراین AO  ⊥  BC و لذا امتداد AO هم بر BC عمود است و ارتفاع رأس A هم از O می گذرد.

مثال 4: ثابت کنید هر چهارضلعی که دو ضلع مقابل آن با هم موازی و مساوی باشند، متوازی الاضلاع است.

 AB  || CD و AB = CD اثبات: در شکل مقابل، با فرض اینکه
نتیجه می شود:

 و در نتیجه:
→ →

=AB DC

OB OA OC OD OB OC OA OD
→ → → → → → → →

− = − ⇒ − = − ⇒ CB DA
→ →

=

و بنابراین: CB  ||  DA و CB  =  DA و ABCD متوازی الاضلاع است.

مثال 5: ثابت کنید قطرهای هر متوازی الاضلاع یکدیگر را نصف می کنند.

اثبات:

OA AB OB

OC CD OD

→ → →

→ → →


+ =  +


+ = 

( ) ( )OA OC AB CD OB OD
→

→ → → → → →

+ + + = + ⇒

0



OA OC OB OD
→ → → →

+ = +

اکنون استدلال را خودتان کامل کنید.
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