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مفهوم دنباله 
آيا می دانيد که قاره ها ابتدا به هم پيوسته بوده اند و يک قاره ی بزرگ را تشکيل می دادند. در 
طول زمان با حرکت قسمت هايی از اين خشکی بزرگ، قاره ها به وجود آمدند. براساس نظريه ی 
يکی از دانشمندان ميزان حرکت قاره ها در هر ۱ ميليون سال حدوداً ۱۹ کيلومتر و ۲۰۰ متر 

می باشد. آيا به اين موضوع فکر کرده ايد که ممکن است قاره ها دوباره به هم بپيوندند؟

فرض کنيم قاره ها در هرسال حدود۲ سانتی متر حرکت می کنند. می خواهيم حرکت قاره ها را از 
سال ۱۳۸۸ بررسی کنيم. جدول زير ميزان حرکت قاره ها را در ۷ سال آينده نشان  می دهد:

عدد سال اول دوم سوم چهارم پنجم ششم هفتم
 ميزان حرکت قاره ها بر حسب

سانتی متر 2 4 6 8 10 12 14

۱- جدول فوق را تا پايان سال دهم تکميل کنيد.
۲- در پايان چه سالی قاره ها به اندازه ۴۰ سانتی متر حرکت می کنند؟

۳- اعداد ۷ ، ۶ ، ۵ ، ۴ ، ۳ ، ۲ و ۱ را در داخل ماشين زير قرار دهيد و اعداد به دست 
آمده را با اعداد سطر دوم مقايسه کنيد و نتيجه ی حاصل از مقايسه را بنويسيد.

۴- نمودار جدول بالا را  رسم کنيد.
۵- اگر بخواهيم بعد از يک ميليون سال ميزان حرکت قاره ها را به دست آوريم چه راه حلی 

را پيشنهاد می کنيد؟
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ميزان حرکت قاره ها الگويی دارد که با استفاده از آن می توانيم ميزان حرکت قاره ها را در 
سال های مختلف برآورد کنيم. نگاه آگاهانه و دقيق و يافتن الگوهای مهارتی مهم است که توجه 
به آن، برای حل مسئله و به طور کلی کشف ايده های رياضی در پديده های واقعی ضرورت دارد. 
در روند پيدا کردن يک الگو، سازماندهی و تنظيم داده ها از اهميت خاصی برخوردار است. در 
na نمايش دهيم  مثال حرکت قاره ها اگر عدد هر سال را با نماد n وميزان حرکت قاره ها را با نماد

اطلاعات مربوط به اين مثال را به شکل زير می توانيم نمايش دهيم: 

عدد سال  ميزان حرکت قاره ها بر
حسب سانتی متر

1 a = ×1 2 1

2 a = ×2 2 2

3 a = ×3 2 3

... ...

... ...

... ...

n na n= ×2

با توجه به جدول بالا می بينيم که ميزان حرکت قاره ها پس از n سال   ۲nسانتی متر می باشد. 
 ۲nسانتی متر = ميزان حرکت قاره ها پس ازn سال

در  را  قاره ها  ميزان حرکت  اين تساوی می توانيم  از  استفاده  . با  na n=2 ديگر  عبارت  به 
سال های ديگر هم محاسبه کنيم.

اگر ميزان حرکت قاره ها را در سال های متوالی پشت سرهم بنويسيم دنباله ای از اعداد به شکل 
زير ساخته می شود. 

... و ۲n و ... و ۸ و۶ و۴ و۲
اولين عدد در اين دنباله، ۲ است و آن را جمله ی اول اين دنباله می نامند. جملات بعدی اين 

دنباله ی اعداد ۴ , ۶ , ۸ , .... هستند. n  امين جمله اين دنباله عدد ۲n است.
در فعاليت زير دنباله ی ديگری از اعداد را بررسی می کنيم.
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با توجه به تغييرات شکل زير در هر مرحله:

 
                               

 شماره ی ۳                                شماره ی ۲                  شماره ی ۱     

۱- جدولی تشکيل دهيد که تعداد مربعات کوچک در شکل را بتوان تا شکل شماره ی ۶ از روی آن 
پيدا کرد.

۲- رابطه ی بين شماره ی شکل و تعداد مربعات کوچک را حدس بزنيد.

۳- تعداد مربعات کوچک در شکل ها را با فاصله  پشت سر هم بنويسيد.
۴- قانونی که الگوی بالا از آن پيروی می کند را به دست آوريد و دليل درستی آن را توضيح دهيد.

۵- با استفاده از الگوی به دست آمده سی امين عدد را پيدا کنيد.
در فعاليت بالا اگر اعداد به دست آمده در هر مرحله را پشت سرهم بنويسيم، دنباله ای از اعداد 

به شکل زير ساخته می شود.
n2 و ... و۹ و۴ و۱    ... و 

n2 است. جمله ی اول اين دنباله عدد ۱ و جمله ی دوم آن عدد ۴ و جمله n ام آن 

اعداد   از  دنباله  يك  باشيم،  نوشته  سرهم  پشت  را  آن ها  كه  اعداد  از  تعدادی  هر 
می نامند.

شود.  می  گفته  دنباله  آن  جمله ی  يك  است  گرفته  قرار  دنباله  يك  در  كه  عدد  هر  به 
دنباله   عمومی  جمله ی  است،  دلخواه  طبيعی  عدد  يك   n كه  را  دنباله  nام  جمله ی 

می نامند.

در برخی از دنباله ها الگويی وجود دارد که بر اساس آن می توانيم جملات آن دنباله را تعيين کنيم.



5

   ... و 8 و 6 و 4 و 2 يک دنباله است که از اعداد زوج متوالی ساخته شده است. اگر 
و به همين ترتيب جمله ی n ام اين دنباله را 

 
a

2
a و جمله ی دوم را با 

1
جمله ی اول اين دنباله را با 

نشان دهيم داريم: 
  
an با

na , a , a , a ,..., a n= = = = =1 2 3 42 4 6 8 2

١- ابتدا سه جمله ی بعدی هر يک از دنباله های زير را پيدا کنيد، سپس جمله ی n ام آن را بنويسيد.
, (الف , , , ...2 7 12 17 , (ب                         , , , , , ...1 1 3 1 1

1 1 1
4 2 4 4 2

 
کبريت های            چوب  تعداد  است.  شده  ساخته  زير  شکل  سه  کبريت  چوب  از  استفاده  با   -٢

به کار رفته در شکل n ام چند تا است؟

کبريت های    چوب  است.تعداد  شده  ساخته  زير  شکل  سه  کبريت ها  چوب  از  استفاده  با   -١
به کار رفته در شکل n ام چند تا است؟

تعداد  می دهد.اگر  نشان  را  تئاتر  سالن  يک  صندلی های  تعداد  از  رديف  سه  زير  شکل   -٢
تعداد  کنند  پيروی  رديف  سه  اين  صندلی های  افزايش  الگوی  از  بعدی  رديف های  صندلی های 

صندلی ها را تا رديف هفتم به دست آوريد:
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na باشد، با تشکيل جدول چهار جمله ی اول آن را  n= 3 ٣- اگر جمله ی n ام دنباله ی 
بنويسيد.

٤- اگر يک مستطيل کاغذی را در هر مرحله با تا زدن نصف کنيم، تعداد مستطيل های به دست 
آمده در هر مرحله را در يک دنباله بنويسيد. جمله ی عمومی اين دنباله را بنويسيد.

را  است  شده  داده  آن  عمومی  جمله ی  که  زير  دنباله های  از  يک  هر  اول  جمله ی  چهار   -٥
بنويسيد.

n (الف 
na

n
=

+
2

1
na (ب                n

n
= −2 1

3 n (ج             
na n= − 22        

٦- در زير چهار دنباله و چهار جمله ی عمومی دنباله آمده است.معين کنيد که هر جمله ی 
عمومی مربوط به کدام دنباله است:

n

n , , ,...
n

( ) , , ,...

n n , , ,...
n , , ,...

+

−

+ −
+

2

2
3 5 7

1
4 3

3 1
3 2

5 1 3 9

2 1 6 14 24

٧- رضا اول هر هفته ۱۶۰۰ تومان پول توجيبی می گيرد و در يک صندوق می گذارد. رضا 
تا آخر هر هفته نيمی از پول صندوق را خرج می کند. اگر در اولين هفته، پولی در صندوق نبوده 
باشد، رضا در پايان هفته ی اول چه قدر پول در صندوق دارد؟ در پايان هفته ی دوم چه قدر پول در 
صندوق دارد؟ در پايان هفته ی سوم چه قدر پول در صندوق دارد؟ پول های رضا در پايان هر هفته 
را به صورت يک دنباله در نظر بگيريد و چهار جمله ی اول اين دنباله را بنويسيد. بين جمله ی 

n ام  و جمله ی n+1 ام اين دنباله چه رابطه ای وجود دارد؟

دنباله ی حسابی
 يکی از بازيکنان فوتبال در هنگام بازی صدمه می بيند و مجبور می شود زانوی پای خود را 
عمل کند. بعد از عمل، پزشک معالج به او پيشنهاد می کند در هفته ی اول روزی ۱۲ دقيقه بدود 
و هر هفته به زمان دويدن ۳ دقيقه اضافه کند. اگر ميزان دويدن اين بازيکن به ۱۳۸ دقيقه در روز 

برسد او می تواند برای تيم بازی کند.
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 رضا که از علاقه مندان اين بازيکن می باشد می خواهد بداند که بعد از چند هفته او می تواند 
برای تيم بازی کند. رضا جدولی به صورت زير تشکيل داد تا بتواند قانون حاکم بر الگوی جدول 
را به دست آورد و از اين طريق بفهمد که بازيکن مورد علاقه اش بعد از چند هفته می تواند برای تيم 

بازی کند. او تعداد هفته ها را با n و ميزان دويدن در هفته ی n ام را با an  نشان داده است.

1  تعداد هفته ها 2 3 4

a زمان دويدن =1 12 a = + =2 12 3 15 a = + =3 15 3 18 a = + =4 18 3 21

۱- به رضا کمک کنيد تا جدول را برای هفت هفته کامل کند.
۲- چه رابطه ای بين زمان دويدن در هر دو هفته ی متوالی وجود دارد؟

٣- جمله ی n ام را بر حسب جمله ی اول و n بنويسيد.
٤- با به دست آوردن قانون حاکم بر الگوی فوق بگوييد که اين بازيکن بعد از طی چند هفته 

می تواند بازی کند؟ 
٥- اگراين بازيکن هر هفته ۶ دقيقه مدت زمان دويدن خود را افزايش می داد بعد از طی چه 

مدتی می توانست بازی کند؟
در فعاليت بالا با تشکيل دنباله ی نشان دهنده ی ميزان دويدن اين  بازيکن در هر هفته ديده 

می شود که ميزان افزايش بين هر دوجمله ی متوالی مقداری ثابت است.

دنباله هايی كه هرجمله ی آن (غير از جمله ی اول) از افزودن يك مقدار ثابت به جمله ی 
دنباله  نسبت  قدر  ثابت  مقدار  اين  به   و  ناميم  می  حسابی  دنباله ی  می آيد  دست  به  قبلی 

گفته می شود .

باشد    d عدد  دنباله  اين  نسبت  قدر  و   a عدد  حسابی  دنباله ی  يك  جمله ی  اولين  اگر 
جملات اين دنباله به شكل زير خواهند بود.

    a  و  a+d  و  a+2d  و ...  و  a+(n-1)d  و  ...

جمله ی nام اين دنباله a+(n-1)d  است.

در  فعاليت قبلی، دنباله ی به دست آمده يک دنباله ی حسابی با قدرنسبت ۳ است.
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۱- ماشينی با سرعت ثابت ۷۰ کيلومتر در ساعت حرکت می کند و در حال دور شدن از شهر 
کرمان است. اين ماشين در شروع حرکت ۱۵ کيلو متر با کرمان فاصله دارد. اگر فاصله ی اين 
ماشين تا شهر کرمان را در پايان ساعت اول و دوم و سوم و چهارم بنويسيم دنباله ای به صورت 

زير تشکيل می شود:
۸۵, ۱۵۵, ۲۲۵,  ۲۹۵

اين دنباله يک دنباله ی حسابی با جمله ی اول ۸۵ و قدر نسبت ۷۰ است . 
۲- شمعی ۲۵ سانتی متری را روشن کرده ايم . اين شمع در هر دقيقه ۲ ميلی متر کوتاه می شود. 
طول اين شمع با گذشت زمان پس از هر دقيقه که می گذرد يک دنباله از اعداد به صورت زير 

تشکيل می دهد.
۲۵ ,   ۲۴/۸ ,    ۲۴/۶ ,    ۲۴/۴ ,   ...

اين  يک دنباله ی حسابی است و هر جمله از اين دنباله با اضافه کردن عدد 0/2- , به جمله ی 
قبلی به دست می آيد .پس اين يک دنباله ی حسابی  با جمله ی اول 25 و قدر نسبت 0/2- است.

در دنباله ی حسابی ، اگر قدرنسبت،  مثبت باشد ، جمله های دنباله به اندازه ی ثابتی 
كاهش  ثابتی  اندازه ی  به  دنباله  جمله های  باشد  منفی  قدرنسبت  اگر  و  می يابند  افزايش 

می يابند.

۱- ... و 14 و 11 و 8 و 5 و 2  يک دنباله ی حسابی است. در اين دنباله داريم: a=۲ و
 d=3 جملات اين دنباله در حال افزايش هستند و جمله ی n  ام اين دنباله عبارت است از: 

na (n ) n= + − = −2 3 1 3 1

a و  , يک دنباله ی حسابی است. در اين دنباله داريم: 1= , , , , ....− −
1 1

1 0 1
2 2

 -۲
. جملات اين دنباله در حال کاهش هستند و جمله ی n ام اين دنباله عبارت است از:  d = −

1
2

 
n

n na ( ) (n )= + − × − = − + = −
1 1 3

1 1 1
2 2 2 2 2
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 شير آبی در هر دقيقه ۳/۵ ليتر آب وارد يک حوض می کند. اگر اين حوض از ابتدا ۲۵ ليتر 
آب داشته باشد، مقدار آب حوض را پس از گذشت يک ، دو ، سه ، چهار و پنج دقيقه در يک 
دنباله بنويسيد . آيا اين يک دنباله ی حسابی است؟ چرا؟ پس از گذشت چند دقيقه آب اين حوض 

۱۰٢ ليتر می شود؟

١- ابتدا بررسی کنيد که آيا هر يک از دنباله های زير حسابی هستند يا خير و به چه دليل؟ سپس 
الگوی ساختن دنباله را پيدا کنيد.

(الف
  

, , , , , ...1 1 1 1
1

2 3 4 5           
  ۲۴- , ۲۱- , ۱۸- , ۱۵-  (ب

(ج
  

, , , , , ...1 2 3 4 5
2 3 4 5 6            

, (د  , , , , ...0 3 2 3 3 3 4 3

٢- اگر دو جمله ی اول يک دنباله ی حسابی به ترتيب ۱۰و۳ باشند، سه جمله ی بعدی اين 
دنباله را بنويسيد.

na دنباله ی حسابی باشد، بايد  ,a ,a ,..., a ,...1 2 3 ٣- نشان دهيد برای آن که يک دنباله ی 
n  عدد ثابتی باشد. اين مقدار ثابت چه عددی را نشان می دهد؟ na a −− 1

,  می باشد؟  , , , ...1 2 3 5
2 3 4 6

−n قانون دنباله ی  +
1
2

٤- اگر n يک عدد طبيعی باشد، آيا 
دليل خود را بيان کنيد.

1  قرار گرفته باشند، جمله ی 
4

1  و بعد 
3

٥- اگر در جملات يک دنباله ی حسابی اول عدد 
1  را بنويسيد.

3
قبل از 

دهيد:  نشان  باشند  حسابی  دنباله ی  يک  متوالی  جملات  ترتيب  به   z و y و  x اگر   -٦
y (x z)= +

1
2

جمله ی  باشد،   ۵۲ آن  دوازدهم  جمله ی  و   ۱۷ حسابی  دنباله ی  يک  پنجم  جمله ی  اگر   -٧
عمومی اين دنباله را به دست آوريد.
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٨- دنباله ی زير به ازای چه مقداری از x ، يک دنباله ی حسابی خواهد بود:
x , x , x− + +1 2 1 2

٩-  نشان دهيد که اگر جملات يک دنباله ی حسابی را در عددی ضرب کنيم دنباله ی جديد 
نيز يک دنباله ی حسابی است.

١٠- اگر زاويه های مثلثی را از کوچک به بزرگ مرتب کنيم و يک دنباله ی حسابی تشکيل 
شود، نشان دهيد که يکی از زاويه های اين مثلث ٦٠ درجه است.

١١- مثلث قائم الزاويه ای ارائه کنيد که طول ضلع کوچک آن ۱ باشد و اگر طول اضلاع آن 
را از کوچک به بزرگ مرتب کنيم يک دنباله ی حسابی تشکيل دهند. اگر طول ضلع کوچک اين 

مثلث a باشد، طول بقيه ی اضلاع را بر حسب a حساب کنيد.

دنباله ی هندسی 
يکی از بازی های دوران کودکی به هوا انداختن توپ سرخ و سفيد و آبی بود که در آن بارها 
شاهد به زمين خوردن توپ و دوباره به هوا رفتن آن بوده ايم و احتمالاً تعداد دفعات زمين خوردن 
و به هوا رفتن توپ برايمان جالب بوده است. اکنون که بزرگ تر شده ايم، می توانيم با توصيف 

رياضی اين بالا و پايين رفتن های توپ درک عميق تری از آن به دست آوريم.

توپی در اختيار داريم که هرگاه آن را از ارتفاعی به زمين رها کنيم در برخورد با زمين مقداری از انرژی 
خود را از دست می دهد و در هر برگشت به  بالا  به ۶۰  درصد  ارتفاع  قبلی  خود  بر می گردد.

۱- اين توپ را از ارتفاع ۲۵ متری رها می کنيم. ميزان ارتفاعی که توپ پس از اولين و دومين 
و سومين برخورد با زمين به بالا می آيد را بنويسيد.

۲- هر جمله ی اين دنباله با جمله ی قبلی چه رابطه ای دارد؟
۳- پس از n برخورد با زمين، توپ تا چه ارتفاعی بالا می رود؟

۴- آيا اين دنباله يک دنباله ی حسابی است؟
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دنباله هايی كه هر جمله ی آن (غير از جمله ی اول) با ضرب يك عدد ثابت در جمله ی 

قبلی به دست می آيند، دنباله ی هندسی می نامند.

هر کدام از دنباله های زير يک دنباله ی هندسی هستند. در هر کدام از آن ها هر جمله ی آن (غير 
از جمله ی اول) با ضرب عددی معين در جمله ی قبلی ساخته شده است.

,  (ب                             ٤٨ , ۲٤ , ١٢ , ٦ , ٣  (الف , , ,1 5 5 5 5 25

,  (ج , ,2 2 2
2

3 9 27
١-  , ١ , ١- , ١    (د                                        

دنباله های ثابت دنباله ای هندسی با قدر نسبت ١ هستند. 

۱- وقتی می گويند در يک کشور نرخ رشد ساليانه ی جمعيت ۳ درصد است، منظور آن است 
که جمعيت آن کشور در هر سال به ميزان ۳ درصد جمعيت سال قبل، افزايش می يابد. فرض کنيد 

يک کشور ۵۰ ميليون نفر جمعيت دارد و نرخ رشد ساليانه ی جمعيت آن ۳ درصد است.
الف) جمعيت سال دوم چند برابر جمعيت سال اول است؟ جمعيت سال سوم چند برابر جمعيت 

سال دوم است؟
حساب  ماشين  از  (می توانيد  بنويسيد.  پنجم  تا  اول  سال های  در  را  کشور  اين  جمعيت  ب) 

استفاده کنيد.)
ج) آيا اين دنباله يک دنباله ی حسابی است؟ آيا اين دنباله يک دنباله ی هندسی است؟

د) جمعيت اين کشور پس از گذشت n سال چه قدر خواهد بود؟
۲- کدام يک از دنباله های زير دنباله های هندسی هستند؟ دليل خود را ارائه کنيد.

... , ١٦- , ٨ , ٤- , ٢ , ١-  (ب                    ... , ٥ , ٥ , ٥ , ٥ , ٥  (الف
,  (د                           ... , ۸  , ۶ ,۴  , ٢ (ج     , ( )( ) ,...− π − π − π + π2 21 1 1 1
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در يك دنباله ی هندسی هر جمله ی آن (غير از جمله ی اول)  با ضرب يك عدد ثابت مانند q در 
جمله ی قبلی به دست می آيد. q را قدر نسبت اين دنباله می نامند. اگر اولين جمله ی يك دنباله ی 

هندسی عدد a و قدر نسبت آن عدد q باشد، جملات اين دنباله به شكل زير خواهند بود.
na , aq , aq , aq , ... , aq , ....−2 3 1

در مكان  nام قرار دارد) naq naq است. (1− −1  جمله ی nام اين دنباله  

۱- اگر يکی از جملات يک دنباله ی هندسی ۵ و جمله ی بعدی آن ۱- ، باشد، سه جمله ی 
بعدی اين  دنباله را بنويسيد.

۲- اگر يکی از جملات يک دنباله ی هندسی ۳ و جمله ی بعدی ۴ باشد، جمله ی قبل از ۳ 
را بنويسيد.

۳- اگر دو جمله ی متوالی يک  دنباله ی هندسی اول عدد ناصفر a و بعد  عدد ناصفر b باشد، 
جمله ی بعد از b چه خواهد بود؟

. y xz=2 ۴- اگر x و y و z به ترتيب جملات متوالی يک دنباله ی هندسی باشند نشان دهيد: 
۵- اگر جمله ی چهارم يک دنباله ی هندسی ۱ و جمله ی هفتم آن ۸ باشد جمله ی عمومی اين 

دنباله را بنويسيد.
۶- در دنباله ی زير عدد x را طوری تعيين کنيد تا اين دنباله يک دنباله ی هندسی شود. مسئله 

x , x , x− +1 1 چند جواب دارد؟                       
S1 و داخل آن دو دايره به شکل زير رسم کنيم و مجموع  ۷- اگر مساحت يک دايره برابر 
nS ساخته می شود. , S , ..., S , ...1 2 S2 بناميم، با تکرار اين عمليات دنباله ی  مساحت آن ها را 

جمله ی عمومی اين دنباله را به دست آوريد و نشان دهيد اين يک دنباله ی هندسی است.
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۸- اگر جملات يک دنباله ی هندسی را در عددی ضرب کنيم نشان دهيد دنباله ی حاصل نيز 
يک دنباله ی هندسی است.

۹- اگر جملات يک دنباله ی هندسی را به توان ۲ برسانيم نشان دهيد دنباله ی حاصل نيز يک 
دنباله ی هندسی است.

۱۰- آيا يک دنباله می تواند هم يک دنباله ی هندسی باشد و هم يک دنباله ی عددی؟
 a a =3 5 16 a و  a =1 3 4 na يک دنباله ی هندسی باشد و  ,a ,a ,..., a ,...1 2 3 ۱۱- اگر 

جمله ی اول و قدر نسبت اين دنباله ی هندسی را بيابيد.

نزديک شدن  جملات يک دنباله به يک عدد
دنباله های حسابی و هندسی دسته ی خاصی از دنباله ها هستند. در حالت کلی جمله ی عمومی 
يک دنباله می تواند شکل های مختلفی داشته باشد. برخی دنباله ها به گونه ای هستند که اگر به 

جملات آن ها نگاه کنيم متوجه می شويم که اين جملات به عدد خاصی نزديک می شوند.

۱- در تقسيم ۱ بر ۳ خارج قسمت را تا ۱ رقم اعشار و ۲ رقم اعشار و ۳ رقم اعشار و ۴ 
رقم اعشار به دست آوريد.

۲- خارج قسمت تقسيم های فوق را در يک دنباله بنويسيد.
۳- چه الگويی در جملات اين دنباله وجود دارد؟ جمله ی ششم اين دنباله چيست؟

1 حساب کنيد و دنباله ی اين تفاضل ها را 
3

۴- تفاضل شش جمله ی اول اين دنباله را از 
تشکيل دهيد . 

۵- چه الگويی در جملات دنباله ی تفاضل ها مشاهده می کنيد؟ جملات دنباله ی تفاضل ها به 
چه عددی نزديک می شوند؟

٦- جملات دنباله ی اصلی از خارج قسمت ها به چه عددی نزديک می شوند؟

نزديك  صفر  به  حاصل،  جملات  و  كنيم  كم  معين  عدد  يك  از  را  دنباله ای  جملات  اگر 

شوند گوييم جملات آن دنباله  به آن عدد نزديك می شوند.
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با تقسيم ۲ بر ۳، در هر مرحله که خارج قسمت را حساب کنيم دنباله ی زير به دست می آيد.                    
۰/۶ , ۰/۶۶ , ۰/۶۶۶, … , ۰/۶…۶ , .…

2 به شکل زير است. 
3

 تفاضل جملات اين دنباله از 

/ , /

/ / / // , /

,

− −
− = − = = − = − = =

− − ×
− = = − = =

−
− = − = =

2 2 6 20 18 2 2 2 66 200 198 2
0 6 0 66

3 3 10 30 30 3 3 100 300 300
2 2 1 998 0 002 2 2 3 0 6666 0 0002

0 666 0 6666
3 3 3 3 3 3
2 666 2 2 6666 20000 6666 2
3 1000 3000 3 10000 30000 30000

دنباله ی تفاضل به شکل زير است.
/ / / /, , , , ....0 2 0 02 0 002 0 0002
3 3 3 3

همان طور که ديده می شود جملات دنباله ی تفاضل به صفر نزديک می شوند. پس جملات خود 
2 نزديک می شوند. 

3
دنباله به 

a به همان مقدار ثابت دنباله نزديک می شوند. ,a ,a ,...a جملات يک دنباله ی ثابت مانند: ...,
در اين حالت خاص، جملات دنباله دقيقاً برابر همان عددی هستند که به آن نزديک می شوند.

با تقسيم ۱ بر ۹ خارج قسمت های به دست آمده در هر مرحله را در يک دنباله بنويسيد. اين 
دنباله به چه عددی نزديک می شود؟ دليل خود را ارائه دهيد.

دنباله ی تقريبات اعشاری
a می توانيم با انجام عمل تقسيم  a  بر b و نوشتن 

b
در بخش قبل ديديم که برای هر عدد گويای 

که  ساخت  می توان  اعشاری  اعداد  از  دنباله ای  می آيند  به دست  قسمت  خارج  در  که  اعدادی 
a نزديک می شوند. در فعاليت زير خواهيم ديدکه چگونه می توانيم 

b
جملات آن به عدد گويای 
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برای هر عدد حقيقی( گويا يا گنگ)، دنباله ای از اعداد اعشاری به دست آوريم که جملات آن 
رفته رفته به آن عدد نزديک می شوند.

، شما عدد ديگری را در نظر بگيريد. x =
3
7

فرض کنيد x عددی بين ۰ و ۱ باشد. مثلاً: 
۱- روی محور اعداد، فاصله ی بين نقاط متناظر ۰ و ۱ را به ده قسمت مساوی تقسيم کنيد. 
اعداد متناظر اين نقاط جديد را به صورت اعداد اعشاری بنويسيد. x بين کدام يک از اين اعداد 

. / /< <
3

0 4 0 5
7

3 داريم: 
7

قرار می گيرد؟ برای عدد 
۲- با بزرگ نمايی فاصله ی بين نقاط متناظر دو عدد قسمت بالا که x بين آن ها بوده است اين 
فاصله را به ده قسمت مساوی تقسيم کنيد. اعداد متناظر اين نقاط جديد را به صورت اعداد 

اعشاری بنويسيد. x بين کدام يک از اين اعداد قرار می گيرد؟ 
3 اين عدد بين ۰/۴ و ۰/۵ بوده است و پس از رسم بزرگ تر اين فاصله و 

7
در مورد عدد 

. / /< <
3

0 42 0 43
7

تقسيم آن به ده قسمت مساوی داريم: 
۳- با بزرگ نمايی فاصله ی بين نقاط متناظر دو عدد قسمت بالا که x بين آن ها بوده است اين 
فاصله را به ده قسمت مساوی تقسيم کنيد. اعداد متناظر اين نقاط جديد را به صورت اعداد 

اعشاری بنويسيد.  x بين کدام يک از اين اعداد قرار می گيرد؟ 
3 اين عدد بين ۰/۴۲ و ۰/۴۳ بوده است و پس از رسم بزرگ تر اين فاصله و 

7
در مورد عدد 

. / /< <
3

0 428 0 429
7

تقسيم آن به ده قسمت مساوی داريم:  
تشکيل  دنباله ای  و  می آيند  به دست  اعشاری  اعدادی  مرحله  هر  در  بالا  فعاليت  مراحل  تکرار  با 

3 اين دنباله به شکل زير است.
7

می دهند که به عدد انتخاب شده نزديک می شوند. در مورد عدد 
/ , / , / , / , ...0 4 0 42 0 428 0 4285

برای هر عدد حقيقی مثبت x  می توان دنباله ای از اعداد اعشاری ساخت كه جملات 
آن به x  نزديك می شوند.  جمله ی nام اين دنباله يك عدد اعشاری با n رقم اعشار است 
و هر جمله  ی آن با اضافه شدن يك رقم اعشار به جمله ی قبلی به دست می آيد. اين دنباله 
را دنباله ی تقريبات اعشاری x می نامند و جمله ی nام آن را تقريب اعشاری x  با  n  رقم 

اعشار می نامند.
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1 با تقسيم ۱ بر ۳ به صورت زير در می آيد.
3

۱- دنباله ی تقريبات اعشاری 
…. و 3…0/3 و ... و 0/333 و 0/33 و 0/3

۲- با تقسيم ۱۱ بر ۶ در خارج قسمت به ترتيب اعداد زير ساخته می شوند که دنباله ی تقريبات 
11 است.

6
اعشاری 

... و 1/8333 و 1/833و 1/83 و 1/8

١- در مورد هر يک از دنباله های زير حدس بزنيد جملات اين دنباله ها به چه عددی نزديک 
می شوند و با تشکيل دنباله  ی تفاضل حدس خود را بيازماييد.

/ (الف , / , / ,...0 9 0 99 0 999 / (ب                           , / , / ,...2 9 2 99 2 999

/ (ج     , / , / ,...5 05 5 005 5 0005 / (د                   , / , / ,...1 19 1 199 1 1999  
٢- با تقسيم ۵ بر ۱۱، خارج قسمت های به دست آمده در هر مرحله را به صورت يک دنباله 

بنويسيد اين دنباله به چه عددی نزديک می شود؟ دليل خود را ارائه دهيد.
٣- در چه حالتی جملات يک دنباله ی حسابی به عدد خاصی نزديک خواهند شد؟

٤- اگر قدر نسبت يک دنباله ی هندسی عددی بزرگ تر از ۱ باشد و جمله ی اول آن صفر نباشد، 
توضيح دهيد که چرا جملات اين دنباله به عدد خاصی نزديک نمی شوند؟

٥- اگر قدر نسبت يک دنباله ی هندسی برابر ۱ باشد جملات اين دنباله به چه عددی نزديک 
می شوند؟

٦- اگر x عددی باشد که در نامعادلات زير صدق می کند، چهار جمله ی اول دنباله ی تقريبات 
اعشاری آن را بنويسيد.

x / , x /+ < − <2 1 8 1316 4 0 4343

2 را با استفاده از روش فعاليت اين بخش بنويسيد. ٧- دو جمله ی اول تقريبات اعشاری 
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ريشه گيری اعداد حقيقی
k يک عدد  در سال گذشته با ريشه های دوم  و سوم اعداد حقيقی آشنا شديم. فرض کنيد 

طبيعی بزرگتر يا مساوی ۲ باشد.

  kb a= a ناميم هرگاه:  ام عدد حقيقی  k b را يك ريشه ی  عدد حقيقی 

. همچنين ۲ يک ريشه ی چهارم ۱۶  =34 64 ۱-  ۴، يک ريشه ی سوم ۶۴ است زيرا 
. =42 16 است زيرا 

. ( )− = −52 32 ۲-  (۲-)، يک ريشه ی پنجم ۳۲-, است زيرا: 
اگر k زوج باشد فقط اعداد نامنفی ريشه k ام دارند(چرا؟) و اگر b يک ريشه ی k ام عدد 

. k k( b) b a− = = ، نيز يک ريشه ی k ام a است زيرا:  b− نامنفی a باشد آنگاه 
k نشان می دهند. a برای  k های زوج آن ريشه ی k ام عدد نامنفی a که نامنفی است را با 

k k, , , ,≠ − = = = =4 4 416 2 16 2 81 3 0 0 1 1  -۳
برای k  های فرد هر عددی، مثبت يا منفی، مانند a ريشه ی k ام دارد و فقط يک ريشه ی k ام دارد 

k و علامت a يکی است. (چرا؟). a k نشان می دهند. برای k های فرد، علامت  a که با 
k,− = − − = −5 32 2 1 ۴- ( k فرد است) 1

k نشان داده ايم عددی است که اگر  a توجه داشته باشيد که ريشه k ام يک عدد مانند  a که با 
. k k( a ) a= به توان k برسد برابر a می شود، پس: 

k در حالتی که a منفی و k زوج باشد معنا ندارد و هر وقت از اين علامت  a علامت گذاری 
استفاده کنيم به طور  ضمنی فرض بر آن است که اگر k زوج باشد a  نامنفی است. 
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ka است. نتيجه بگيريد: ١- فرض کنيد k يک عدد طبيعی فرد است. توان k ام چه عددی برابر 
k ka a=  

ka است؟ توان  ٢- فرض کنيد k يک عدد طبيعی زوج  است.  توان k ام چه اعدادی برابر 
. k ka a= ka است. نتيجه بگيريد:  k ام چه عدد مثبتی برابر 

kk را حساب کنيد و نتيجه بگيريد: k( a b) . مقدار  kk( a ) a= ٣- بنا به تعريف ديديم: 
k k kab a b=  

. k m mka ( a )= ٤- از تساوی بالا استفاده کنيد و نشان دهيد: 
٥- دليل درستی تساوی های زير را بيان کنيد. 

n nk k knk n k k( a ) (( a ) ) ( a ) a= = =

. n k nka a= از اين تساوی ها نتيجه بگيريد: 

 = =6 38 8 2

توان رسانی با توان اعداد گويا
پدر محمد يک زيست  شناس است و در آزمايشگاه روی باکتری ها کار می کند. در يک آزمايش 
کشت يک نوع باکتری ديده شد که در شرايط مساعد وزن اين باکتری ها در هر ساعت ۲ برابر 

می شود.
بنابراين اگر با ۱ گرم باکتری شروع کنيم، در پايان ساعت اول، دوم، ... ، n ام مقدار باکتری ها 

را می توانيم از دنباله ی زير پيدا کنيم.
n, , , ... ,1 2 32 2 2 2

محمد از پدرش پرسيد: آيا بايد حتماً تا پايان ساعت منتظر شويم؟ آيا می توانيم وزن باکتری ها 
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را پس از نيم ساعت هم پيدا کنيم؟
پدر محمد گفت: تو فکر می کنی پس از نيم ساعت وزن باکتری ها چه قدر شده باشد؟ 

  گرم شده باشد.
1
22 محمد گفت: حدس می زنم وزن آن ها  

 چه قدر است؟
1
22 پدر محمد گفت: 

محمد گفت: نمی دانم ولی بايد بتوانيم مقدار آن را بيابيم. اگر فرض کنيم در هر نيم ساعت 
  b b b× = 2 برابر باکتری ها  وزن  ساعت  يک  از  بعد  صورت  اين  در  شوند،  برابر   b باکتری ها 
بنابر اين   .  b =2 2 پس  می شوند؛  برابر  دو  باکتری ها  ساعت  يک  از  پس  طرفی  از  می شود. 

. =
1
22 2 b (زيرا b مثبت است)، پس:  = 2

 به دست می آوريد؟
1
32 ۱- با تکرار روش مشابه چه مقداری برای 

n به دست می آوريد؟
1

2 ۲- با تکرار روش مشابه چه مقداری برای 
۳- اگر باکتری ها در هر ساعت ۳ برابر می شدند، و با ۱ گرم باکتری شروع می کرديم، وزن 

باکتری ها پس از نيم ساعت چه قدر می شد؟
n به دست می آوريد؟

1

3  و 
1
23 ۴- با روش های مشابه چه مقداری را برای 

na پيشنهاد می کنيد؟ 
1

۵- اگر a عددی مثبت و n يک عدد طبيعی باشد چه مقداری را برای 
طبيعی  و p يک عدد صحيح باشد چه مقداری را برای  ۶- اگر a عددی مثبت و n يک عدد

 پيشنهاد می کنيد؟ 
p
na

pr که p عددی 
n

= فعاليت بالا نشان می دهد که برای يک عدد حقيقی مثبت a و عدد گويای 
ra که توان r ام a نام دارد، مناسب است که به شکل زير  صحيح و n يک عدد طبيعی است، 

تعريف شود:
p
n pnra a ( a )= =
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( )
− −= =

1
122 1

6 6
6

 -٢                   ( )= = =
3

3 3224 4 2 8  -۱

( )= = =
3

335 10 1052 2 2 8  -۳

 را با استفاده از تعريف توان رسانی به توان اعداد گويا 
3
62  و 

2
42  و 

1
22 ۱- هر يک از اعداد 

حساب کنيد و پس از ساده کردن نتيجه بگيريد که همگی آن ها با هم برابرند.
p kp
n kn
= ۲- اگر p يک عدد صحيح و n يک عدد طبيعی باشد برای يک عدد طبيعی k داريم   

با استفاده از تعريف توان رسانی با توان اعداد گويا با محاسبه ی هريک از توان رسانی های داده 
(a>٠) p kp

n kna a= شده پس از ساده کردن نتيجه بگيريد:  
قوانين توان رسانی توان های صحيح برای توان های گويا نيز برقرار است. در زير  a و b دو 

عدد حقيقی مثبت و  r و s دو عدد گويا هستند.

r s r s

r s rs

r r r

a a a

(a ) a

(ab) a b

+ =

=

=

با نوشتن r و s به صورت تقسيم يک عدد صحيح بر يک عدد طبيعی و استفاده از تعريف 
توان رسانی به توان اعداد گويا و استفاده از روابط ريشه گيری درستی اين تساوی ها را می توان 

به دست آورد.
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( ) ( ) ( )

( )

+

×

= = × =

= = = = =

= × = × = × =

7 1 1
1

66 6 6

3 1 3 1 3 3
34 42 2 2 2 2 4

1 1 1 1
2 2 2 2

5 5 5 5 5 5

2 2 2 2 2 8

8 4 2 4 2 4 2 2 2

. r =1 ۱- برای هر عدد گويای r نشان دهيد: 1
. r

ra
a

− =
1 ۲- برای هر عدد گويای r و عدد حقيقی مثبت a نشان دهيد: 

12 را به صورت يک عدد راديکالی با فرجه ی ٣ بنويسيد. 64 ٣- عدد 
٤- ريشه گيری های زير را بر حسب توان های گويا بنويسيد و پس از ساده کردن مجدداً بر 

حسب ريشه گيری بنويسيد.
4 (الف  35 5 6× (ب               3 37 14 5÷ (ج          84 8   

٥- برای هر عدد حقيقی مثبت a و اعداد طبيعی m و n درستی تساوی زير را نشان دهيد.
mnm n m na a a +× =

. ra<0 ٦- برای هر عدد گويای r و عدد حقيقی مثبت a نشان دهيد: 
a<1 در a و ضرب  ٧- فرض کنيد a عددی بزرگ تر از ۱ باشد، با ضرب طرفين نامساوی 

مجدد نامساوی به دست آمده در  a و ادامه ی اين عمل نتيجه بگيريد:
na a a .... a ...< < < < < <2 31

اما اگر a عددی مثبت و کمتر از ۱ باشد با روش مشابه نشان دهيد:
n.... a ... a a a< < < < < <3 2 1
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توان رسانی با توان اعداد حقيقی

محمد که توانسته بود توان رسانی به توان اعداد گويا را تعريف کند به اين فکر افتاد که آيا 
22 را تعريف کرد  می توان، توان رسانی به توان اعداد گنگ را هم تعريف کرد. مثلا، آيا می توان 

و معنايی برای آن پيدا کرد؟
محمد نزد دبير رياضی خود رفت و از او کمک خواست. دبير به او گفت از تجربه ی خود در 

 استفاده کند. 
1
22 تعريف 

 از وزن باکتری هايی که در هر ساعت ۲ برابر می شدند استفاده 
1
22 محمد گفت: در تعريف 

وزن  است  گويا  عدد  يک   r که  ساعت   r از  پس  می کرديم  شروع  باکتری  گرم   ۱ با  اگر  کرديم. 
22 گرم باشد. 2 ساعت نيز وزن باکتری ها بايد  r2 گرم بود. بنابراين پس از  باکتری ها 

22 است ولی چگونه آن را محاسبه می کنيد؟ دبير گفت: اين معنای مناسبی برای 
22 راهی   از ريشه گيری استفاده کرديم اما برای محاسبه ی 

1
22 محمد گفت: در محاسبه ی 

به نظر من نمی رسد.
دبير گفت: در کار کردن با اعداد حقيقی معمولاً محاسبه ی دقيق امکان پذير نيست و بهتر است 
22 را به دست آورد؟ دنبال يافتن تقريبات اعشاری آن ها باشيم. آيا می توان تقريبات اعشاری 

2 را می شناسيم که دنباله ای به  محمد گفت: اين ممکن است، زيرا ما تقريبات اعشاری 
شکل زير است.

/ , / , / , / , ....1 4 1 41 1 414 1 4142

می توانيم   / / / /, , , , ....1 4 1 41 1 414 1 41422 2 2 2 مقدارهای  محاسبه ی  با  پس 
22 را به دست آوريم.  مقدارهای تقريبی 

دبير گفت: درست است. سپس افزود به طور کلی می توان همانند توان رسانی به توان اعداد 
گويا برای اعداد حقيقی توان رسانی را تعريف نمود. دلايل آن را سال های بعد می بينيد. شما با اين 

روش می توانيد برای هر عدد حقيقی b و عدد حقيقی مثبت a توان b ام a را تعريف کنيد.
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b ؟ =1  چرا برای هر عدد حقيقی b می توانيم نشان دهيم: 1

ba نشان می دهند. توجه داشته باشيد که در توان رسانی، پايه همواره عددی  توان b ام a را با 
مثبت است ولی نما هر عددی می تواند باشد.

قوانين توان رسانی به توان اعداد گويا برای توان رسانی به توان اعداد حقيقی هم برقرارند. در 
زير a و c اعداد حقيقی مثبتی هستند و b و d اعداد حقيقی دل خواهی هستند.

b d b d

b d bd

b b b

a a a

(a ) a

(ac) a c

+ =

=

=

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

− + − + +

×

× = = =

= = =

π− π+ = π− π+ = π −

1 3 1 3 1 3 1 3 2

2 2 2 2 2

33 3 2 3

5 5 5 5 25

3 3 3 3

1 1 1 1 1

۱- مقدارهای زير را حساب کنيد.

3× (الف 32 2 ) (ب                                    )
3 123

 (ج    
( ) ( )( )
− +2 2 2 215 ) (د                          ) ( )+ −− +

1

2 1 2 13 2 3 2  
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x برابر ۲ شود. 2 ۲- مقدار مثبت x را به گونه ای تعيين کنيد که 
2 برسانيد.) x طرفين را به توان  =2 2            (راهنمايی: در معادله ی 

(a>٠) . b ba ( a )= ۳- نشان دهيد: 

۴- برای اعداد حقيقی مثبت a و c و اعداد حقيقی b و d نشان دهيد: 
 b b

b b d
b d

a a a( ) , a
c c a

−= =     ,  b
ba

a
− =

1

۵- با استفاده از خواص اساسی توان رسانی، برای هر عدد حقيقی مثبت a و عدد حقيقی 
ba همواره عددی مثبت است.  و نتيجه بگيريد: 

b
ba (a )= 22 دلخواه b نشان دهيد: 


