


86

آيا رشد سلول ها، نظام های بانکداری در دنيا و نحوه ی محاسبه ی سنّ يک درخت کهنسال يا 
سنگ از دوران باستان، تابع قانون مندی های خاصی است؟

امروزه باتوجه به رشد روزافزون روش های پژوهشی کمی در علوم، هم نياز و هم امکان استفاده 
کارگيری  به  ويژگی  مهم ترين  و  يافته است  افزايش  کامپيوتر  علوم  و  آمار  رياضی،  روش های  از 
نقش الگوهای  نمونه ها  اين  جديدترين  از  يکی  است.  رياضيات  الگوسازی های  توانايی  رياضی، 

رياضی در مطالعه ی سلول های بنيادی است.

سلول های بنيادی 
در يکی از روزهای سال ۱۳۸۲ اين خبر به تمام دنيا مخابره شد. پژوهشکده ی رويان به عنوان 
مرکز تحقيقات علوم سلولی و درمان نا باروری جهاد دانشگاهی ، موفق به توليد سلول های بنيادی 
جنينی انسان شد . اين سلول ها قابليت تکثير نامحدودی دارند و می توانند  تمام انواع سلول های 

بدن نظير عصب ، ماهيچه ی قلبی ، کبدی و ... را به وجود آورند.

           
شکل ١- (سمت چپ) يک مجموعه  از سلول های بنيادی  دارای حدود ١٠ هزار سلول است که در سمت راست با بزرگ نمايی 

بيشتر، سلول ها به صورت واضح نشان داده شده اند.

در شکل (۲) روند تکثير سلول بنيادی جنينی در ۴ مرحله نشان داده شده است .
    

مرحله ی سوم                 مرحله ی دوم                 مرحله ی اول              مرحله ی صفر
 (قبل از تکثير)

شکل ۲
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اگر روند تکثير سلول بنيادی جنينی مانند شکل (۲) ادامه پيدا کند:

فکر می کنيد پس از مرحله ی نهم، چه تعداد سلول بنيادی خواهيم داشت؟ برای يافتن پاسخ ، 
جدول زير را تشکيل می دهيم .

تعداد مراحل تکثير سلول ها تعداد سلول های بنيادی تکثير شده
0 1

1 2

2 4

3 8

4 16

5 32

6 64

7 128

8 256

9 512

جدول ١

با توجه به جدول (۱) می بينيم که سرعت تکثير سلول های بنيادی چه قدر زياد است ! 
١- پس از چند مرحله، تعداد سلول های تکثيرشده، برابر با ۲۰۴۸ سلول خواهد بود؟

٢- آيا اعداد اين جدول الگويی را مشخص می کنند؟ آيا می توانيد قانونی بين اين دو کميت 
يعنی تعداد سلول ها و مراحل تکثير آن ها به دست آوريد؟

اگر بخواهيم تعداد سلول های تکثير شده در مرحله ی بيستم يا مرحله ی سی ام و يا هر مرحله ی 
وقت گير  طولانی و  محاسبات  وگرنه  بگرديم  ميان بری  راه  دنبال  به  بايد  ، قطعاً  پيدا کنيم  ديگری 
خواهد بود. به همين منظور جدول (۱) را بر حسب توان های ۲، بازنويسی می کنيم، جدول (۲) به 

دست می آيد. شما هم جای علامت سؤال ها را با استفاده از ماشين حساب پر کنيد.
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مراحل تکثير سلول ها تعداد سلول های تکثير شده
0 ۲۰ = ۱
1 ۲۱ = ۲
2 ۲۲ = ۴
3 ۲۳ = ۸
4 ۲۴ = ۱۶
... ...

9 ۲۹ = ۵۱۲
... ...

؟ ۱۶۳۸۴
... ...

۲۰ ؟ = ۲۲۰
... ...

؟ ۳۳۵۵۴۴۳۲
... ...

جدول ٢

نشان  را  شده  تکثير  سلول های  تعداد  و  سلول ها  تکثير  مختلف  مراحل  بين  رابطه ی  زير،  نمودار 
می دهد:

شده
ير 
تکث

ای 
ل ه
سلو

داد 
تع

مراحل تکثير سلول ها
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در فصل اوّل يک الگوی نمايی برای رشد باکتری ها به دست آورديم که جرم تقريبی باکتری ها 
xg(x) ، محاسبه می شد، دوباره به آن فعاليت باز می گرديم: =2 از ضابطه ی 

۱- مقادير به دست آمده در آن فعاليت را در جدولی تنظيم نماييد و نمودار آن را رسم کنيد.
xg(x) را برای  =2 ۲- اگر محور x  ها، بيانگر زمان و محور y  ها بيانگر جرم باکتری هاباشد، نمودار تابع  

رسم نماييد و سپس آن را با شکل زير مقايسه کنيد . x , , , , , , ,=
1 1 3 5 3 7

0 1
4 2 4 4 2 4

xy بيان کنيم. به اين گونه تابع ها، تابع نمايی می گويند که به دليل  =2 می توانيم اين نمودار را برحسب تابع 
متغيربودن نما، چنين نامی به آن ها داده شده است. برای تمام اعداد حقيقی x ، (گويا و گنگ )، اين منحنی را 

xg(x) به کار برد. =2 می توان برای نمايش تابع 
در اين الگو رابطه ی بين زمان و مراحل رشد باکتری، يک تابع نمايی است زيرا رشد باکتری ها 

بر حسب زمان، به صورت توان ها يا نماهای ۲ است.

)x را می توان به ازای تمام xهای حقيقی محاسبه کرد؟  )−2 آيا عبارت 

a و xيك متغير  , a〉 ≠0 xy كه a عددی حقيقی و  1 a= هر تابع به صورت 
است، يك تابع نمايی ناميده می شود.
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xy را به دست آوريد. a= ۱- دامنه و برد تابع 
xy يک تابع يک به يک است؟ چرا؟ a= ۲- آيا تابع نمايی

xy را در نقاط داده شده جدول زير به دست آوريد و سپس نقاط  =4 الف) نمودار تابع نمايی  
را به يکديگر وصل نماييد.

x x4 y

-2 ۴-۲ 1
16

-۱ ۴-۱ 1
4

۰ ۴۰ ١
۱ ۴۱ ٤
۲ ۴۲ ٤٢ = ۱۶

حل:

، محور yها را در نقطه ی ۱ قطع می کند. x4 نمودار تابع نمايی 
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1/ را به دست آوريد. 84 xy ، مقدار تقريبی =4 ب) با استفاده از نمودار
حل: از نمودار اين تابع می توان به طور تقريبی مقدار y را برای همه ی مقادير حقيقی x به دست 

x است، برابر با ۱۲ می باشد. /=1 8 آورد. با توجه به نمودار مقدار تقريبی y وقتی که
1/ برابر است با: 84 با استفاده از ماشين حساب، مقدار تقريبی 

/ /≅1 84 12 12573253  

−x رسم کنيد. ≤ ≤1 xy را به ازای 2 = 7 ۱- نمودار تابع 
y/ را با استفاده از نمودار تابع به دست آوريد. = 0 67 ۲- مقدار تقريبی 

xy را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد و آن ها را  = 5  و 
xy =4  و 

xy = 3 ۳- نمودار توابع 
با هم مقايسه کنيد.

−x  به دست آوريد.اين سه  ≤ ≤3 3 جدولی تنظيم کنيد که مقادير y را به ازای xهای صحيح بين 
تابع در چه چيزهايی با يک ديگر مشترک هستند؟
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xy را رسم کنيد. ( )=
1
2

الف) نمودار
نقطه ی تقاطع منحنی با محور y ها، چيست؟

 حل: چند نقطه ی دلخواه را درنظر می گيريم.

x x( )1
2

y

-۳ ( )−31
2

۸

-۲ ( )−21
2

۴

-۱ ( )−11
2

۲

۰ ( )01
2

۱

۱ ( )11
2

1
2

۲ ( )21
2

1
4

نقطه ی تقاطع نمودار با محور y ها، ۱ می باشد.

)/ را به دست آوريد. )−2 51
2

ب) با استفاده از شکل تابع، مقدار تقريبی 

 /( )−2 51
2

5/ است. مقدار تقريبی  5 x  است، حدوداً  /= −2 5 حل: مقدار y وقتی که 

)/ می باشد. ) /− ≅2 51
5 656854249

2
برابر با  
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xy را رسم کنيد. نقطه ی تقاطع منحنی با محور y ها، چيست؟ ( )= +
1

2
3

۱- نمودار 
y/ را به دست آوريد. ( )−= +1 51

2
3

۲- با استفاده از نمودار تابع فوق، مقدار تقريبی 
 توجه شود که در نمودار مثال قبل وقتی که x بزرگ می شود مقدار y کم می شود و برای      
xهای کوچک تر از صفر،مقدار y به سرعت افزايش می يابد. به طور کلی اين وضعيت برای تمام 

>a برقرار  است. <0 xy و 1 a= توابع نمايی 
مشخص  را   a< <0 و1  a >1 حالت  برای  را   xa تابع  ويژگی های  نمودار،  روی  از   -۳

نماييد.

xy نشان داده شده است.  /= ×0 5 2 xy و  = ×3 2 xy و  =2 در شکل زير، نمودار توابع
توجه کنيد:

 ،y = ها، نقطه ی ١y با محور xy =2 همان گونه که از نمودارها، مشخص است، محل تقاطع منحنی 
، نقطه ی y = ۰/۵ می باشد. xy /= ×0 5 2 y و برای منحنی  = 3 ، نقطه ی xy = ×3 2 منحنی 

باتوجه به نمودار اين سه تابع، چه وجه مشترک و چه وجه اختلافی بين اين توابع ملاحظه می کنيد؟
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xy  در چه نقطه ای محور y ها را قطع می کنند.  ( )=
1

10
xy و  =10  ۱- فکر می کنيد توابع 

آيا می توانيد بدون استفاده از جدول، نمودار تقريبی اين دو تابع را رسم کنيد؟
xy را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد و  = 5 xy و  = 4 xy و  = 3 ۲- نمودار توابع 

x با هم مقايسه کنيد. x و  0> >x و 1< <0 آن ها را در 1

در جدول زير، مقادير x و y از يک تابع داده شده است. رفتار اين تابع يا چگونگی تغييرات 
اين تابع، يک تابع نمايی را مشخص می کند يا خير؟ چرا؟

x 0 10 20 30 40 50

y 80 40 20 10 5 2/5

زير  صورت  به   y می شوند.مقادير  اضافه  واحد  ده  به فاصله ی  منظم،  صورت  به   x مقادير  حل: 
می باشند:

        ٢٠            ٤٠            ٨٠            ۱۰            ۵              ۲/۵

×
1
2

×
1
2

×
1
2

×
1
2

×
1
2

همان طورکه مشاهده می شود، مقادير y با ضرب يک عدد ثابت در عدد قبلی، به دست می آيند.
با توجه به اين که دامنه ی تغييرات x به صورت منظم در يک فاصله ی معين است و ميزان تغييرات 
مقادير y بر اثر ضرب در يک عدد ثابت است لذا اين داده ها می تواند بيانگر رفتار يک تابع نمايی 

باشد.
نقاط معلوم در جدول را در يک دستگاه مختصات رسم می کنيم و سپس آن ها را به يک ديگر 

وصل می کنيم. شکل اين تابع، همانند شکل يک تابع نمايی است.
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آيا می توانيد عبارت دقيق تابع نمايی بالا را به دست آوريد؟

۱- نمودار هر دسته ازتابع های زير را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد و وضعيت آن ها را 
نسبت به هم مقايسه کنيد.

x  (الف x xy , y , y= − = + =2 4 2 3 2

x  (ب x xy , y , y− += = =4 52 2 2

x (ج x xy , y , y= = =5 3 2

۲-  در جدول زير نقاطی از يک تابع داده شده است. آيا چگونگی تغييرات اين تابع، نمايی 
است؟ چرا؟

x 0 10 20 30 40 50

y 15 21 27 33 39 45

۳- رفتار يا چگونگی تغييرات کدام يک از توابع زير، نمايی است؟
xy (الف = +4 3 y (ب                            x(x )= −2 1

y  (ج x+ =5 8 y  (د                              x= +4 3    
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(ز                                   (و                                  (هـ

      

xy را رسم کرده اند. کدام يک از آن ها، نمودار را درست رسم کرده  ( )=
1
3

۴- نرگس و فاطمه نمودار 
است؟ دليل خود را توضيح دهيد.

            
نمودار رسم شده توسط نرگس                             نمودار رسم شده توسط فاطمه

چه فرق اساسی با هم دارند؟ y x= 3 xy و تابع  = 3 ۵- توابع 

۶- نمودار توابع زير را رسم  کنيد. محل تقاطع نقاط نمودار با محور yها را پيدا کنيد.
با استفاده از نمودار، مقدار تقريبی تابع در نقطه ی داده شده را به دست آوريد.

xy (الف ; x /= =9 0 8
                 

xy (ب ( ) ; x /= =
1

1 7
4

xy (ج ; x /= =10 0 3 xy (د                         ( ) ; x /= = −
1

1 3
10

  

۷- مشخص کنيد که آيا داده های زير در هر جدول، بيانگر يک تابع نمايی است يا خير؟ دليل 
خود را توضيح دهيد.
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x (الف 0 1 2 3 4 5

y 1 6 36 216 1296 7776

(ب x 4 6 8 10 12 14

y 5 9 13 17 21 25

(ج
 x 1 0 -1 -2

y 4 1 -2 -5

(د x 0 1 2 3
y 1 ۰/۵ ۰/۲۵ ۰/۱۲۵

(هـ x 10 20 30 40
y 16 12 9 ۶/۷۵

(و x -۱ 0 1 2
y -۰/۵ ۱/۵ -۲ +۴

۸- مشخص کنيد که از توابع زير، کدام يک خطی هستند، کدام يک درجه ی دوم و کدام يک رفتار نمايی 
دارند؟

xy (الف = −7 4 y (ب              x(x )= − +1 y+3x=5  (ج             

(و                                  (هـ                                  (د
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(اين قسمت از مطالب کتاب يعنی رشد و زوال نمايی، صرفاً جهت اطلاعات بيشتر دانش آموزان 
است و به عنوان سرفصل رسمی درس محسوب نمی شود.)

رشد و زوال نمايی 
در اين بخش به يکی از کاربردهای مهم توابع نمايی می پردازيم. ابتدا رشد نمايی را مورد توجه 

قرار می دهيم.
رشد نمايی 

در يک بررسی آماری در يکی از کشورها، افزايش تعداد وبلاگ ها از نوامبر سال ۲۰۰۳ (آبان 
 y ماه ۱۳۸۲) تا جولای ۲۰۰۵ (تيرماه ۱۳۸۴) ۱۳/۷ درصد در هر ماه بوده است. فرض کنيد
بيانگر تعداد کل وبلاگ ها برحسب ميليون و t بيانگر ماه ها از نوامبر ۲۰۰۳ باشد. در اين صورت 

تعداد متوسط وبلاگ ها در هرماه از قانون (الگوی) زير پيروی می کند.
t ty / ( / ) / ( / )= + =1 11 0 137 1 11 137

همان گونه که مشاهده می شود، رشد وبلاگ ها، يک نمونه از رشد نمايی است .
مثال ديگری از رشد نمايی سود بانکی می باشد.

ذخيره  کشور  بانک های  از  يکی  در  پس انداز،  حساب  در  تومان  هزار   ۱۰۰ مبلغ  علی،  پدر 
می کند. طبق قانون اعلام شده از سوی بانک ، اين پول ها در ساخت يک بزرگراه سرمايه گذاری 
می شود. پيش بينی بانک اين است که با گرفتن عوارض و درآمدهای تبليغاتی بزرگراه در ١٠ سال 
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آينده، حداقل می توان ١٤ درصد سود پرداخت کرد. پدر علی، به علی می گويد که اين حساب 
پس انداز را برای تو باز کرده ام و الآن که سن تو ابتدای ۱۷ سال است حساب کن که در پايان 

۲۵ سالگی ، چه ميزان پول در حساب پس اندازت وجود خواهد داشت؟
علی شروع به محاسبه  کرد. مقدار پس انداز پايان سال اول ابتدای ١٨ سالگی برابر است با:

  , ( , ) , , ,+ × = + =
14

100000 100000 100000 14 000 114 000
100

مقدار پس انداز در پايان ١٨ سالگی برابر است با : 
, ( , ) / ,+ × =114 000 114 000 0 14 129 960

اين عبارت را می توان به صورت زير باز نويسی کرد:
[ , ( / )]( / ) , ( / )= 2100000 1 14 1 14 1000001 14

به همين صورت اگر ادامه دهيم مقدار پس انداز علی پس از پايان ٢٥ سالگی برابر است با:
( , ) ( / )× + 9100000 1 0 14

بنابراين در حالت کلی، اگر نرخ سود (r ۱۰۰)  درصد و ساليانه قابل پرداخت باشد ، در اين 
y1 باشد ، صورت اگر مبلغی در پايان سال اول پرداخت می گردد (اصل به علاوه سود) 

                                                                          y c rc c( r)= + = +1 1 داريم:                                                                   
که c مقدار اوليه ی پس انداز است.

       y [c( r)][ r] c( r)= + + = + 2
2 1 1 1 مبلغ پس از دو سال برابر است با:                        

y [c( r) ][ r] c( r)= + + = +2 3
3 1 1 1 مبلغ پس از ۳ سال برابر است با:                     

بيانگر   y آن  در  كه  است    ty c( r)= +1 صورت  به  نمايی،  رشد  كلی  معادله ی 
برحسب  (تغييرات)  رشد  ميزان  بيانگر   r اوليه،  مقدار  Cبيانگر  نهايی،  مقدار 

اعشار و t بيانگر زمان است.
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فرض کنيد ۴۰۰ هزار تومان در حساب پس اندازی که هر سال ١٢ درصد سود می دهد، ذخيره 
شده است. مبلغ پس انداز را در پايان سال سوم حساب کنيد .

n و لذا،
nr / , c , n , y c( r)= = = = +0 12 400 3 1 حل: با توجه به فرمول 

y داريم : , ( / ) /= + =3
3 4000001 0 12 561971 2

يعنی مبلغ پس انداز در پايان ۳ سال برابر با ۵۰۶/۱۹۷ هزار تومان است.

رشد جمعيت ايران طی سال های ۱۳۳۵ تا ۱۳۶۵، حدود ۳ درصد بوده است. اگر جمعيت ايران 
در سال ۱۳۵۵، حدود ۱۹ ميليون نفر بوده باشد، جمعيت ايران در سال ۱۳۶۵ چند نفر بوده است؟ 

اگر اين رشد همچنان باقی می ماند، جمعيت کشور در سال ۱۳۸۸ چند ميليون نفر خواهد بود؟
يافت. تنزل  درصد   ١/۵ حدود  به  بی سابقه ای  کاهش  با  ايران  جمعيت  رشد   ١٣٧٠ سال  از 
بنابراين اگر جمعيت ايران در سال ١٣٦٥ حدود پنجاه ميليون نفر بوده است، با نرخ رشد ۵/١ 
درصد، جمعيت ايران در سال ١٣٨٨چند نفر خواهد بود؟ اگر همين نرخ رشد ثابت بماند، جمعيت 

ايران در سال ١٤٠٤ چند نفر خواهد بود؟ 
زوال نمايی

همانند رشد نمايی، می توان صحبت از زوال نمايی کرد.

ty است كه در آن y بيانگر  c( r)= −1 معادله ی كلی زوال نمايی، به فرم
مقدار نهايی، c بيانگر مقدار اوليه، r بيانگر ميزان نزول بر حسب اعشار و 

t بيانگر زمان است.

١- يک قايق کاملاً بادی، روزانه ۶/۶۰ درصد بادش را از دست می دهد. قايق بادی دارای 
۷۳۷۴۱/۷۸۸ سانتی متر مکعب باد می باشد.
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الف) معادله ای بنويسيد که بيانگر ميزان از دست دادن باد قايق باشد.
ty است. لذا باتوجه به اطلاعات  c( r)= −1 حل: معادله ی کلی برای نزول نمايی به صورت 

داده شده در مثال، می توان نوشت:
t ty / ( / ) / ( / )= − =73741 788 1 0 066 73741 788 0 934

 ty / ( / )= 73741 788 0 934 بنابراين معادله ای که بيانگر از دست دادن باد در قايق است به صورت
است که در آن y بيانگر مقدار باد در قايق برحسب سانتی متر مکعب و t بيانگر تعداد روزهاست.

ب) ميزان بادی که بعد از ۷ روز قايق از دست می دهد، تخمين بزنيد.
حل: معادله ی از دست دادن باد

ty / ( / )= =73741 788 0 934                                    
 / ( / ) t= =773741 788 0 934 7  
≈45719 با استفاده از ماشين حساب   
بنابراين ميزان بادی که قايق بعد از ۷ روز از دست داده، ۴۵۷۱۹ سانتی مترمکعب می باشد.

٢- جمعيت يکی از کشورهای خارجی، در سال ٢٠٠٠ميلادی برابر با ٤٠،٠٠٠،٠٠٠ نفر 
بوده است. رشد جمعيت اين کشور با نرخ ١٪ در حال کاهش است. جمعيت اين کشور در سال 

٢٠١٠ ميلادی چند نفر خواهد بود؟
ty می باشد با جايگذاری  c( r)= −1 حل: با توجه به اين که معادله ی کلی زوال نمايی به صورت 

c , r , t، جمعيت اين کشور در سال ٢٠١٠ برابر است با:

y  = 40،000،000(1  -   0/01)10=۳۶۱۷۵۲۸۳

١- فرض کنيد در يک کشت باکتری ، در پايان ۲ روز تعداد ۳۶۰،٠٠۰ باکتری و در پايان ۴ 
روز تعداد ٣،۲۴۰،٠٠٠ باکتری وجود دارند. مطلوب است :

الف) تعداد باکتری ها در شروع آزمايش
ب) تعداد باکتری ها در پايان ۲۴ ساعت 

ج) تعداد باکتری ها در پايان ۳ روز 
د) تعداد روزهايی که در پايان آن تعداد باکتری ها برابر با ٢٩،۱۶۰،٠٠٠ خواهد بود.

٢- جمعيت کشور مکزيک در سال ٢٠٠٠ ميلادی، برابر با ١٠٠،٣٥٠،٠٠٠ نفر می باشد. اگر نرخ 
رشد جمعيت ١/۷٪ در سال باشد، جمعيت کشور مکزيک در سال ٢٠١٢ چند نفر خواهد بود؟

٣- شخصی در بيست و پنجمين سالگرد تولدش وارث ٥٠،۰۰۰،۰۰۰ تومان شد. اگر اين 
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شخص اين مبلغ را با نرخ هشت درصد سود ساليانه سرمايه گذاری کند هنگام بازنشستگی در سن 
۶۵ سالگی چه مبلغی دريافت می کند ؟

٤- جمعيت کشور  ليتوانی در سال ٢٠٠٥، برابر با ٢،٢٩٠،٢٣٧ نفر بوده است. نرخ رشد 
جمعيت در اين کشور با نرخ ١/١٪ در حال کاهش است. جمعيت اين کشور در سال ٢٠١٥ 

ميلادی چند نفر خواهد بود؟
٥- (هواشناسی). فشار اتمسفر (برحسب ميلی بار) در ارتفاع x برحسب متر از سطح دريا، 

به وسيله ی تابع زير تقريب زده می شود.
xf (x) ( / )−=1038 1 000134

که x بين صفر تا ۱۰۰۰۰ خواهد بود.
الف) ميزان فشار در سطح دريا چقدر است؟

ب) رستورانی در ارتفاع ۲۰۰۰ متری در اردبيل قرار دارد.
ميزان فشار تقريبی اتمسفر در محل اين رستوران چقدر است؟

ج) اگر ارتفاع افزايش پيدا کند ،چه اتفاقی در فشار اتمسفر ايجاد خواهد شد؟

لگاريتم و تابع لگاريتمى
محاسبه لگاريتم يک ابزار مناسب براى توصيف بسيارى از پديده هاى طبيعى است، محاسبه 
شدت زلزله، مشخص کردن ضعيف ترين صداى قابل شنيدن توسط گوش انسان که به آن آستانه 
شنوايى مى گويند و همين طور محاسبه آستانه درد که قوى ترين صداى قابل تحمل براى گوش 
انسان است، به کمک اين مفهوم رياضى يعنى لگاريتم قابل تعريف و محاسبه است. در پيش بينى 
تعداد جمعيت يک جامعه پس از زمان معينى که در برنامه ريزى اقتصادى نقش تعيين کننده اى 
دارد و يا هنگام محاسبه نيمه عمر عناصر راديواکتيو که ماده اصلى در انرژى هسته اى است از 

لگاريتم استفاده مى کنيم.
در بحث توابع نمايى ديديم که تکثير و رشد سلول ها از قوانين توابع نمايى پيروى مى کنند. به 
xy مى توان به طور مثال تعداد سلول ها را پس از زمان x پيش بينى کرد.  b= کمک تابع نمايى 
در مواقعى نياز است که بدانيم تعداد معينى از سلول ها پس از چه زمانى به وجود مى آيند، براى 
پاسخ به اين قبيل سؤالات از مفهوم جديدى به نام تابع لگاريتمى که معکوس تابع نمايى است 

استفاده مى کنيم.



103

 تابع لگاريتمى چيست و چگونه ساخته مى شود؟

xy شروع مى کنيم که تابعى يک به يک است و بنابراين تابع معکوس آن  =2 با تابع نمايى 
y را مى توان با يافتن قرينه ی نقاط  f (x)= وجود دارد. به ياد آوريد که معکوس تابع يک به يک 

y ساخت. x= f نسبت به خط  (x) روى نمودار تابع 
به جدول و نمودار زير توجه کنيد: 

xy =2

x y
1 2
2 4
3 8
0 1

-1
1
2

-2
1
4

-3
1
8

yx = 2

x y
2 1
4 2
8 3
1 0
1
2

-1

1
4

-2

1
8

3

شکل(١)
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در شکل(١) نمودار تابع نمايى و نمودار تابع معکوس آن (که تابع لگاريتمى ناميده مى شود) نشان 
داده شده است. به عنوان مثال نقطه ی (٤ و ٢) روى نمودار تابع نمايى است. و نقطه ی (٢ و ٤) که 
y است روى نمودار تابع معکوس آن (تابع لگاريتمی) قرار دارد. x= قرينه ی آن نسبت به خط 

،y را لگاريتم   yx =2 yx نوشت.در عبارت  =2 xy را مى توان به صورت  =2 معکوس 
xy نشان می دهيم. log= 2 x در پايه ی ٢می خوانيم و با نماد 

yx بنويسيد. =2 ١- هريک از تساوى هاى زير را به صورت 

y log y log

−

= = − = =

= =

1
14

2 2

2 0

2 0

1
2 1 2

4

xy بنويسيد.  log= 2 ٢-هر يک از تساوی های زير را به صورت 

log log

= =

=

1
5 2

32 16
2

2 32 16 4

5

١- جدول ها را کامل کنيد.
٢- هريک از نقاط جدول ها را روى صفحه شطرنجى مشخص کنيد و سپس نمودارهاى تابع 

xy را رسم کنيد. log= 2
xy و تابع  =2

٣- هر نقطه از نمودار تابع نمايى را با نقطه نظيرش از تابع لگاريتمى مقايسه کنيد.
٤- دامنه و برد دو تابع را با هم مقايسه کنيد: 
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xf و نمودار تابع معکوس آن را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد و  (x) = 3 نمودار تابع 
به اين سؤالات پاسخ دهيد:

الف) دامنه و برد هرکدام از توابع را مشخص کنيد.
ب) دامنه و برد تابع لگاريتمى و تابع معکوس اش را با هم مقايسه کنيد.

x) را رسم کنيم. )y log −= 1
2 اکنون می خواهيم نمودار تابع 

(x )y log −= 1
2

x y

2 ٠
3 ١
5 ٢

3
2

−1

.....

.....        

xf (x) =2

xy =2 (x,y)
= 01 2 ( , )0 1

… ( , )1 2

−= 11
2

2
…

( ), f ( )2 2 …

−= 21
2

4 …

… …

… ( , )3 8

… …

xg(x) log= 2

xy log= 2 (x,y)
log= 1

20 ( , )1 0

log= 2
21 …

… ( , )−
1

1
2

… ( )( ,g )4 4

log = −
1
4
2 2 …

log =2
2

1
2 …

… ( , )32 3

… ( )a ,g(a)
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توجه کنيد که به x مقادير کمتر از ١ را نمى دهيم. زيرا دامنه ی تابع لگاريتمى مقادير مثبت 
x قابل قبول است.  باشد و در نتيجه 1< x − >1 است. يعنی بايد: 0

x را به صورت نقطه چين رسم مى کنيم تا نمودار راحت تر و  =1 به همين دليل ابتدا خط 
دقيق تر رسم شود.

xy را در يک دستگاه مختصات  ( )=
1
2

xy و نمودار تابع  log= 1
2

مى خواهيم نمودار تابع 
رسم کنيم.

١-ابتدا جدول زير را تکميل کنيد:
x(x , y) y log= 1
2

xy ( ) (x , y)=
1
2

( , )1
1

2
log=

1
2
1
2

1 ( , )1
1

2

( , )−2 1 log− = 3
1
2

1 ( , )−1 2

( , )−4 2 log− = 4
1
2

2 ( , )−2 4

( , )1 1
22

… … ( , )1 1
2 2

( , )

٢- هريک از نقاط دو جدول را در دستگاه مختصات مشخص کرده نمودار تابع لگاريتمى را 
رسم کنيد.

٣- نمودار معکوس تابع لگاريتمی را نسبت به خط y=x رسم کنيد.
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٤- دامنه و برد تابع نمايى را از روى نمودار مشخص کنيد.
٥- دامنه و برد تابع لگاريتمى را از روى نمودار مشخص کنيد.

x چگونه باشند. xy log , y ( )= =1
3

1
3

٦- حدس مى زنيد که نمودارهاى تابع 

به نمودارهاى زير توجه کنيد.
کدام شکل نمودار کدام تابع مى تواند باشد؟

(الف (x )y log −= 2
2 xy (ب                log= 3 xy (ج                       −=2

xy (د log= 1
2

xy (هـ                       log= + 22

                
(١)                                                   (٢) 

             
(٣)                                                  (٤) 
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مجدداً به فعاليت هاى ۱ و ۲ و ۳ توجه کنيد. ملاحظه مى کنيد که تابع لگاريتمى براى مقادير 
مثبت x تعريف مى شود و به بيان ديگر دامنه تعريف تابع لگاريتمى مقادير مثبت است و برد تابع 

لگاريتمى مجموعه R است.

محاسبه ی لگاريتم يک عدد

f را به دست آوريم: ( )81 xf را درنظر بگيريد. مى خواهيم  (x) log= 3 تابع 
log y=81

3 f يا  ( ) y=81 فرض کنيم: 
 y =4 y=43 و در نتيجه:  3 y=81 و يا  3 از تعريف لگاريتم داريم: 

log81 را محاسبه کنيد.
1
3

log2 و 
8  

۱- نشان دهيد که : 
۱) log =16

4 2                          ۲) log = −
1

27
3 3

a را محاسبه 
alog a و  a و 0< log را محاسبه کنيد. در حالت کلى 1≠

1
6
1
6

log5 و 
5 ۲- مقدار 

و عبارت زير را کامل کنيد.

y y

y y

log y log y

( )

y y

y

−

= =

= =

= =
= = −

=

2 81
8 1

3

3

1
2 8 81

3

2 2 81 3

1 3 4

1
3
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لگاريتم هر عدد a در پايه ى ...... مساوى ...... است.
٣- در عبارت هاى زير y را بيابيد.

log (الف y=1
4 log (ب               y=8

2 log/ (ج             y=001
10 log (د       y=36

1
6

معادله ی لگاريتمى
عبارت های زير نمونه هايی از معادلات لگاريتمی هستند.

۱) xlog =10 2                          ۲) xlog log= 5
3 3

٣) xlog log+ =5
2 2 4                 ۴) (x ) xlog log log+ + =1 6

2 2 2

منظور از حل معادله ی لگاريتمى يافتن مقدار و يا مقدارهايى براى x است که در معادله صدق کند.

معادلات لگاريتمى زير را با توجه به تعريف لگاريتم حل مى کنيم.
x xlog log

x x

x x

−

= = −

= =

= =

10 5

2 1

2 1

10 5

1
100

5

معادلات زير را حل کنيد.
١) xlog =3 4                       ٢) (x )log − = −1

2 1                  ٣) x
/log =001

1
2

لگاريتم  دو  تساوى  طرفين  در  که  مى رسيم  حالتى  به  لگاريتمى  معادلات  از  بسيارى  حل  در 
قراردارد. براى ادامه حل به مفهوم زير نياز داريم:

x را نتيجه  z= x مى توان تساوى  z
a alog log= a باشد آن گاه از تساوى  a و 1≠ ـ اگر 0<

گرفت و بالعکس.
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x قابل قبول نيست زيرا لگاريتم براى اعداد مثبت تعريف مى شود.  = در مثال شماره ی ٣، 1−
x در دامنه ی تعريف لگاريتم هاى معادله ی فوق نيست. = به بيان ديگر 1−

معادلات زير را حل کنيد: (جواب هاى قابل قبول براى معادلات زير را مشخص کنيد.)

١) (x ) xlog log− =
2 15 2

33              ٢) (x ) xlog log− =
2 30

1010               ٣) xlog =16 2    

x ( x ) x

(x ) x x

log log log log

x x x
x

log log log log

x x x

x x

x

x , x

−

−

= =

= − =
=

= =

− = =

− − =

± +
=

= = −

2

2 2 1
2 2 5 5

2 7
7 7 5 5

2

2

2 2 1

1

2 7

2 0

1 1 8
2

2 1

۱) 

٤ (٣) 

۲) 
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قوانين (قضايا) لگاريتم ها
آن ها  در  که  و …  زمين شناسى  پزشکى،  فيزيک،  در  واقعى  مسائل  از  بسيارى  حل  هنگام 
است  برقرار  لگاريتم ها  بين  که  قوانينى  از  استفاده  نيازمند  است  رفته  به کار  لگاريتمى  معادلات 

مى شويم. به همين جهت در اين بخش به بيان و اثبات اين قوانين مى پردازيم.
+× = × =4 7 4 716 128 2 2 2 از قوانين داريم:       

log log log× = +
4 7 4 72 2 2 2

2 2 2 مى خواهيم ببينيم که آيا درباره لگاريتم ها نيز مى توان نوشت:   
دو طرف تساوى را جداگانه محاسبه مى کنيم.

log log log y× ×= = =
4 7 1116 128 2 2 2

2 2 2           
a

log a

a

=

=
=

42
2

42 2

4

         
b

log b

b

=

=
=

72
2

72 2

7

y=112 2  مطابق تعريف لگاريتم     
y =11

 log log a b+ = + = + =
4 72 2

2 2 4 7 بنابراين :  11
c) همين  )≠1 در حالت کلى نيز مى توان ثابت کرد که براى اعداد حقيقى و مثبت c,b,a  که

رابطه برقرار است يعنى:
a.b a b
c c clog log log= + قضيه ی ١: 

  pab c= ، از تعريف لگاريتم داريم  ab
clog p= فرض کنيم 

b a
c clog n , log m= =

n m

m n m n

b c , a c

ab c c c +

= =

= × =
p

m n

ab c

ab c +

=

=
    

p m nc c += ab يا  a b
c c clog log log= + بنابراين :  
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log log log+ = =2 5 10
10 10 10 1

c) است مى توان ثابت کرد که:  )≠1 قضيه ی ٢: براى هر عدد حقيقى مثبت c,b,a که 
a

a bb
c c clog log log= − log0/ مى توان نوشت: 1

10 به عنوان مثال براى محاسبه ی 
log log log= − = − = −

1
1 1010
10 1010 0 1 1

را   log4
3 و  مى کنيم  استفاده   است،   log /20

3 2 7268 و   log /=5
3 1 4650 اينکه  از 

محاسبه مى نماييم.
log log log log /= = −

20
4 20 55
3 3 33 1 2618

na براى اعداد کسرى و گنگ نيز صادق است  a
c clog n log= مى توان ثابت کرد که رابطه ی 

يعنى مى توان نوشت: 
a a
c clog log=

1
2 1

2
log  و  log log= = = × =

1
25 5 5

5 5 5
1 1 1

1
2 2 2

  

 
( )log log log log log log log+ = + = + = =

22 5 2 5 2 5 10
10 10 10 10 10 10102 1         

abd را تحقيق کنيد.(a وb و c و d اعداد  a b d
c c c clog log log log= + + ١- درستی تساوی 

c است.)  حقيقی مثبت اند و 1≠
na را نتيجه بگيريد. a

c clog n log= na استفاده کنيد و رابطه ی  a.a. ... .a= ٢- از تساوى 
n∈                                n بار  

log log=5
3 5 3 ٣- نشان دهيد که: 
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٤- حاصل عبارات زير را محاسبه کنيد:
١) log100

10            ۲) log1000
10           ٣) log log+4 25

10 10            ۴) log log+4 4
10 102

(n,m برحسب) :باشد عبارات زير را محاسبه کنيد log n , log m= =3 2
10 10 ٥- اگر  

۱) log18                          ۲) log log+32 27
10 10

log32 را محاسبه کنيد.
4 log است استفاده کنيد و  /=2

4 0 5 ٦- از اين که 
c,a اعداد حقيقى مثبت (راهنمايى: فرض کنيد , x∈ xa و  a

c xlog x log= ٧- ثابت کنيد 
( xa a

c clog n , log m= =

- قضيه ی ٢ را اثبات کنيد.
 از قوانين توان ها استفاده کنيد.)

a
b a b
c c clog p , log n , log m= = = (راهنمايى: فرض کنيد 

 ۸- حاصل عبارات زير را به دست آوريد:
        ١) log16

2            ٢) log
1

49
7             ٣) log 8

2                 ۴) log log−54 2
3 3   

٥) log log+5 4
10 102      ٦) log log+2 250

10 102             
٧) log log log− +24 9 125

10 10 10
1
2

      ٨) log log−
3 4 25
10 103

حل معادلات لگاريتمی با استفاده از قوانين لگاريتم ها

از قوانين لگاريتم ها استفاده کرده و مثال هايى از معادلات لگاريتمى را حل مى کنيم.

۱)  
x

x

x

log log log

log log log

xlog log x x

− =

− =

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

3

3

4 16
5 5 5

4 16
5 5 5

3
16 34
55

3

16 64 4
4
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logاگر در معادله ی اصلی به جای x عدد ٤ را قرار می دهيم : log log

log log

log log

− =

=

=
2

4 4 16
5 5 5

4 16
5 5

4 4
5 5

3

2

2

بنابراين جواب ٤=x قابل قبول است. 
۲) 

x ( x )

x( x )

log log

log

x x

x x

x

x , x

+

+

+ =

=

+ =

+ − =

− ±
=

= = −

2 1
3 3

2 1
3

2 1

2

1

1

2 3

2 3 0

1 25
4

3
1

2

جواب ها را در معادله ی اصلی قرار می دهيم:

( ) ( )

log log

log log
− − − +

+ =

+ =

1 3
3 3

3 3
3 1

4 2
3 3

1

1

x در دامنه ی تعريف لگاريتم ها نيست و بنابراين جواب قابل قبول براى  = −
3
2

توجه کنيد که 
معادله ی لگاريتمى نيست. بنا براين تنها جواب ١=x در معادله ی اصلی صدق می کند.

١- معادلات لگاريتمى زير را حل کنيد.

١) xlog =9
3
2

                 ٢) (x )log + =1
5

1
2

       ٣) ( x) ( x) xlog log log− −= −4 6
1010 10             

۴) xlog log log+ =5 10
3 3 3    ۵) alog log log+ =9 27

4 4 4       ۶) xlog log log− =16 2 2
10 10 10

۷) (x )log log log+− =24 5 8
7 7 7                  ۸) nlog log log= +2

1
16 49

4
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٩ و ١٠ را برحسب n حل کنيد.

٩) n x x
a a alog log log− =4 2                    ۱۰) n (x )

b b blog log log −+ =8 13 3

۱۱) z (z )log log ++ =3
10 10 1                    ۱۲) (a )log log+ + =

2 2 2
66 2

۱۳) (t ) (t )log log+ −+ =2 2
2 2 1        ۱۴) x (x )log log −+ =6

4 4 2      ۱۵) (x )log − = −
2 1

1
10

1                                  

c) است ثابت کنيد. )≠1 ٢- براى هر عدد حقيقى و مثبت  که c,b,a,x که 

١) xx
c clog log= −
1

               ٢) 
a

a e
c c

e

loglog
log

=                 ٣) a
clogc a=

٣- با استفاده از قوانين لگاريتم ها يا هر راه حل ديگر نشان دهيد که:
١) log log× =3 27

27 3 1            ٢) log log= =49 7
7 72 2         ٣) (log )(log )log =

8
2

3
3 0

٤- کدام راه حل درست و کدام يک نادرست است؟ استدلال کنيد.
١) x

x

x

log

x

=

=

=
=

3

2

9

3 9

3 3

2

                ٢) xlog

x
x

=

=
=

3

9

9

3

19083

                

٥- آيا راه حل زير درست است؟
استدلال کنيد. 

( x )

x

x

log

log log

log
x

x

− =

− =

− =

=

=

2 1
10

2 1
10 10

2
10

0

0

0 0

2 1

1
2 x) را حل کنيد. ) (x )log log log+ −= −2 8 5

1010 10 ٦- معادله ی 
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چگونه مى توانيد از درستى جواب به دست آمده اطمينان حاصل کنيد؟

را      آن  معکوس  تابع  و   (x )y log += 1
2 تابع  نمودار   xy log= 2 تابع  نمودار  به  توجه  با   -٧

رسم کنيد.

خواندنی

H نشان مى دهند در بافت زنده و نيز در خاکى که  O+⎡ ⎤
⎣ ⎦3

غلظت يون هيدرونيوم که آن را با 
گياهان در آن رشد مى کنند عامل مهمى است. محلول هاى اسيدى غلظتى زياد دارند که از حدود 
710− مول بر ليتر تغيير مى کند. براى آب مقطر غلظت يون هيدرونيوم تقريباً  210− مول بر ليتر تا 

1210− مول بر  710− مول بر ليتر است. اين غلظت را خنثى مى نامند. غلظت پايين تر تا تقريباً 

ليتر دلالت بر محيط قليايى يا بازى دارد. در شيمى براى تعيين ميزان اسيدى يا قليايى بودن يک 
محلول از رابطه ی لگاريتمى زير استفاده مى کنند.

(پتانسيل هيدروژن) H O
pH log

+⎡ ⎤
⎣ ⎦= − 3

10

در  است  محيط  بودن  اسيدى  دهنده ی  نشان   pH < 7 و  خنثى  محلول  بيان گر   pH = 7

pH از قليايى بودن محيط حکايت مى کند. > 7 حالى که 
H در مايع نخاعى  O+⎡ ⎤

⎣ ⎦3 درمورد مغز انسان کشف کرده اند که غلظت يون هيدرونيوم يعنى 
mol است. بنابراين pH آن عبارت است از:

Lit/ −× 84 8 10 مغزى 
H O

pH log log / log / log ( / )
+⎡ ⎤ − −⎣ ⎦= − = − × = − + = − − =3 8 8

10 4 8 10 4 8 10 0 68 8 7

بنابراين محيط مايع نخاعى مغزى نه اسيدى و نه چندان قليايى است.
در اين جا pH چند محلول که با آن آشنا هستيد داده شده است. 
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pH
1 اسيد باترى

4/2 گوجه فرنگى
6/4 شير
7 آب مقطر

7/8 تخم مرغ

 H O /+ −⎡ ⎤ = ×⎣ ⎦
5

3 3 7 10 ـ غلظت يون هيدرونيوم در سه محلول الف و ب و ج به ترتيب 
H است. در  O /+ −⎡ ⎤ = ×⎣ ⎦

7
3 0 27 10 H مول بر ليتر و  O /+ −⎡ ⎤ = ×⎣ ⎦

8
3 8 1 10 مول بر ليتر، 

هر مورد pH را به دست آوريد.

ـ کاغذ ليتموس يک وسيله شناسايى است و رنگ طبيعى آن صورتى است که در محيط اسيدى 
قرمز و در محيط قليايى آبى مى شود. رنگ کاغذ ليتموس در محلولى که غلظت يون هيدرونيوم 

H است قرمز مى شود يا آبى؟ O+ −⎡ ⎤ = ×⎣ ⎦
9

3 4 10 در آن 
H است چطور؟ O /+⎡ ⎤ =⎣ ⎦3 0 00002 درمحلولى که 

ـ زمين لرزه يا زلزله، لرزش و جنبش خفيف يا شديد زمين است که به علت آزاد شدن انرژى 
ناشى از گسيختگى سريع در پوسته زمين در مدتى کوتاه به وقوع مى پيوندد. محلى که منشأ زلزله 
از آن جا شروع شده و انرژى ازآن خارج مى شود را کانون زلزله و نقطه ی بالاى کانون در سطح 

زمين را مرکز زلزله مى گويند.
 M به دست مى آيد که در آن log E / / M= +11 4 1 5 بزرگى زمين لرزه از رابطه لگاريتمى 
بزرگى زلزله در مقياس ريشتر و E انرژى آزاد شده در واحد ارگ است. رابطه ی فوق نشان 
مى دهد که با افزايش يک درجه اى M مقدار انرژى آزاد شده تقريباً 32 برابر مى گردد. انرژى 
يک زلزله ى 8 ريشترى را برابر با انرژى انفجار يک ميليارد تن ماده ی انفجارى TNT برآورد 

کرده اند.
/log E / / / E= + × = ⇒ = 23 411 4 1 5 8 23 4 10

مى گردند.  تقسيم بندى  عمودى  و  افقى  صورت  دو  به  انرژى  شدن  آزاد  جنبه ی  از  زلزله ها 
خرابى هاى عمده و وسيع معمولاً براثر زلزله هايى از نوع افقى صورت مى گيرد. 
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البته بايد توجه داشت که ميزان انرژى رسيده به هر نقطه از سطح زمين علاوه بر ميزان انرژى 
آزاد شده درمرکز به مجموعه عواملى از قبيل فاصله از مرکز زلزله، جنس خاک، مقاومت بنا       

و ... بستگى دارد. 
زلزله اى که در سال ١٣٦٩ در منطقه ی رودبار رخ داد 7/3 ريشتر بود. ميزان انرژى آزاد شده 

در مرکز زلزله را تخمين بزنيد.
انرژى  ميزان  است.  شده  گزارش  ريشتر   6/6  ،١٣٨٢ سال  در  بم  زلزله ی  بزرگى  همچنين 

آزاد شده در اين منطقه را تخمين بزنيد. 


